Verallgemeinerte Humbertsche Schemata
und Durchschnitte von Humbert Flachen

1. Einleitung

Es sei: M,/C der Modulraum der Kurven vom Geschlecht ¢:
My(C) = {C) 90 = g5
Frage: Was kann man iiber die Dimension (und Struktur) der Un-

tervarietaten von M, sagen, die durch “spezielle Kurveneigen-
schaften” definiert sind?

Beispiele: 1) Kurven mit speziellen Automorphismen;
2) Kurven, die einen nicht-konstanten Morphismus zu einer
nicht-rationalen Kurve besitzen:
3) Kurven C deren Jacobische Varietaten Jo einen nicht-
trivialen Endomorphismus besitzen, d.h. End(J¢) # Z.

Bemerkung: Mithilfe der Torelli-Abbildung C' — (Je&, Ag) kann
man M,(C) als Teilmenge von A,(C) auffassen. Hierbei ist
No @ Jo — Jo die Theta-Polarisierung, und A, bezeichnet
den Modulraum, der Isomorphieklassen von hauptpolarisierten
abelschen Varietdten (A, A) der Dimension g klassifiziert.

Wir konnen also die Isomorphieklasse (C') der Kurve mit der
[somorphieklasse (J¢, Ag) der hauptpolarisierten Jacobischen
identifizieren, und daher lat sich Beispiel 3 auf A, erweitern.
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Humbert (1900): Fiir jede positive ganze Zahln = 0,1 (mod 4),
gibt es eine Flache H,, C A, (genannt eine Humbert Flache)

mit den folgenden Eigenschaften:

(i) End(A) # Z < (A, \) € H,, fiir ein n;

(11) MQ — AQ \ Hl;

(iii) 3f : C — E,gp = 1< (Jo, N\g) € Hpp, firein N > 2.
Bemerkung: Eigenschaft (iii) wurde in [ECAS] (1994) wie folgt

verfeinert:

(iii’) (Jo, Ngy € Hy2 < 3f - C — E,deg(f) = N, f minimal.

Hierbei heifit f : ' — E minimal, falls f nur triviale Fak-

torisierungen besitzt (also f = f1 o fo = deg(f1) = 1 oder

deg(f2) =1).
Fragen: 1) Wie kann man die Komponenten des Durchschnitts

H, N H,

zweler Humbert Flachen beschreiben bzw. analysieren?

2) Allgemeiner, wie kann man die Teilmenge der Kurven (oder
der abelschen Varietdten) beschreiben, die eine “spezielle Eigen-

schaft” besitzen?



2. Das Grundprinzip

Grundidee: Wie spater genauer erklart wird, definiert jede ganze
positiv-definite quadratische Form q ein abgeschlossenes Unter-
schema

H,(q) C A,

des Modulraums A,. Solche Unterschema heifien verallgemein-
erte Humbert Schemata.

Eigenschaften: 1) H,(¢) hingt nur von der GL,-Aquivalenzklasse
der quadratischen Form ¢ = q(xy,...,x,) ab.

2) Esist Hy(q) # A,, aber H,(q) konnte leer sein.
3) Die klassische Humbert Fliche ist H,, := Hy(naz?).
4) Es folgt leicht aus der Definition, daf fiir n # m gilt

(1) H, (VHy, = U H>(q),

qg—n,m

Hierbei ist die Vereinigung iiber alle ganzen positiv-definiten
binaren quadratischen Formen ¢, die sowohl n wie auch m
primitiv reprasentieren. (Bezeichnung: ¢ — n, ¢ — m.)

N.B. Bis auf Aquivalenz oibt es nur endlich viele Formen ¢ mit
dieser Eigenschaft, weil |disc(q)| < 4mmn.

Fragen: 1) Wann ist H(q) # (7
2) Was ist die (birationale) Struktur von H(q)?

3) Fiir einen gegebene Form ¢, wie kann man die hauptpolari-
sierten (h.p.) abelschen Fliachen (A, \) in H(q) konstruieren?
Gibt es eine “modulare Konstruktion”?



3. Hauptresultate (fiir g = 2)

Satz 1: Sei g eine positive quadratische Form in r Variablen. Ist
H(q) :== Hy(q) # 0, so hat H(q) die Codimension r in As;
d.h.,

dim H(q) = 3—r.
Ferner, ist ¢’ eine zweite positive quadratische Form, so gilt
(2) H(q) = H(¢) < q ~aL, ¢
N.B. Fiir r = 1 ist ¢(z) = nz? mit n > 1, und dann gilt
H,:=H(nz*)#0 < n=0,1(mod4).
Daher sind die Humbert Flachen genau diejenigen, die im Fall
r = 1 auftreten.
Definition: Eine ganze positive binare quadratische Form
q(z,y) = ax® + by + cy’
besitzt den Typ (n,m, d), falls folgendes gilt:
(i) disc(q) := b* — 4ac = —16m?*d < 0 und (n,d) = 1;
(i) ¢ — (mn)?
(iii) g¢(x,y) = 0,1 (mod4), Vx,y € Z.
Die Menge aller quadratischen Formen vom Typ (n,m, d) sei
mit T'(m, n, d) bezeichnet.

Satz 2: Sel ¢ eine ganze binare quadratische Form derart, daf3

q — N?, fiir ein N > 1. Dann gilt:
(3)H(q) # 0 < H(q) ist eine irreduzible Kurve
< g€ T(N/m,m,d), fir ein m|N,d > 1
mit (N/m,d) = 1.



Korollar: Ist m = 0,1 (mod4) und N > 1, so ist
H, NHy2 # 0.
Ferner, ist m > 1 und N > 1, so gilt sogar
H, NHy:N My # 0.

Beweisidee.  Betrachte ¢ = [N?,2eN,m] € T(1,N,2=),
wobei € = Rest(m, 4).

Bemerkung: Die Bedeutung der Parameter (n, m, d) wird zum
Teil durch die folgende Tatsache erlautert. Diese fithrt auch zu
der spater betrachteten modularen Konstruktion.

Satz 3: Es sei C' eine Kurve vom Geschlecht 2, und seien N > 2,
d > 1 zwei ganze Zahlen. Dann sind die folgenden Bedingun-
gen aquivalent:

(i) (C) € H(q), fir ein ¢ € T(N/m,m,d), wobei m|N und
(N / m, d> =1
(ii) Es gibt zwei komplementére elliptische Unterlagerungen

fi + € — FE; vom Grad N und eine zyklische Isogenie h :
E; — E5 vom Grad d.

N.B. Eine elliptische Unterlagerung ist ein minimaler Morphis-
mus f : C' — E nach einer elliptischen Kurve E. Zwei ellipti-
sche Unterlagerungen f; : C' — E; heilen komplementar, falls
die folgende Sequenz exakt ist:

0 — Jp B oJe g oo



4. Einige Anwendungen

Anwendung 1: Die irreduziblen Komponenten von H,, N H 2.

Diese lassen sich mithilfe von (1)—(3) und der Reduktiontheorie
(der bindren quadratischen Formen) berechnen. Zum Beispiel:

HsN H, = H[1,0,4/UH[4,0,5 U H[4,4,5),
HsN Hy = H[4,0,5| U H[5,2,9]U H[5,4,8].

Die Anzahl der irreduziblen Komponenten von H,, N H y2 ist:

2\ 14589 1213 16 17 20 21 24 25
I 11212 2 2 3 3 2 3 3
4 113434 5 5 5 6 5 6 6
9 1335+« 6 5 6 &8 7 7 9 9
6125566 9 9 x 9 1210 11 12
20 1366189 9 1012 15 14 11 13 =«

Anwendung 2: Kurven mit zusatzlichen Automorphismen.

Satz 4: Es sei C' eine Kurve vom Geschlecht 2. Dann gilt:

(a) Vi~ Dy < Aut(C) < (C) € Hy.

(b) Dy < Aut(C) < (C) € H[4,0,4].

(c) Sy Dy < Aut(C) & (C) € H[4,4,4]

(d) Dy, Dy < Aut(C) & (C) € H[4,0,4] N H[4,4,4].

N.B. Die Kurven in diesen Familien haben explizite Gleichungen:
(a) y* = z(z — 1)(z — cv)(x — B)(x — af) (Jacobi, 1832)
(b) y = :1:(1 — 2132><1 r?) (Legendre, 1832)
(c) y* = 2% +az’ +1 (Bolza 1888)
(d) y? = z(z* — 1) (Bolza, 1888; Burnside)



Anwendung 3: Isogene elliptische Involutionen.
Eine elliptische Involution ist ein ¢ € Aut(C) mit o = 1
derart, dafl C, := C'/(0) eine elliptische Kurve ist.

Satz 5: Es sel C eine Kurve vom Geschlecht 2 mit hyperellip-
tisher Involution o, und sei d > 1. Aquivalent sind:

(i) Es gibt eine elliptische Involution ¢ € Aut(C') und eine
zyklische Isogenie h : C; — Cyqy,, vom Grad d;

(ii) (C) € H[4,0,4d] U H[4,4,4d + 1] U H(d), wobei
((H[4,4,d + 1], falls d = 3 (mod 4),
H[4,0,d|, falls d = 1 (mod 4),d > 1,
(Z), sonst.

H(d) =

"

\

Bemerkung: Nach Accola/Previato [AP] (2006), p. 142: “A
condition for being isogenous to any degree does not appear to
be known”.

Anwendung 4: Kurven mit elliptischen Morphismen.
Es set L; C M, der Modulraum der Geschlecht 2 Kurven

C' mit einem Morphismus C' 1. E vom Grad d nach einer
elliptischen Kurve E. Es ist also

Ly = |J Hy2nM,.
1<N|d
Frage ([AP]): Wann ist £; zusammenhéngend?

Antwort: Immer! Denn aus dem Korollar von Satz 2 folgt
sogar, daf sich stets je zwei irreduzible Komponenten von L
treffen.



Anwendung 5: Jacobische Produktflachen: Jo ~ Eqy X Ej.

Satz 6: Es sei C eine Kurve vom Geschlecht 2. Aquivalent sind:
(i) Jo ~ Ey x Ey, fiir geeignete elliptische Kurven Ey, Es;
(ii) (Jo, Ag) € H(q), fir ein ¢ € T(N, 1,d) mit (N, d)=1.

Bemerkung: Hayashida and Nishi (1965) stellten die folgende
Frage, die sie aber nicht vollstandig 1osen konnten:

Fir welche Paare (Ey, Fy) ist By X Ey >~ Jo, fiir ein C7

Mithilfe von Satz 6 (und tiefliegenden Resultaten aus der Zahlen-
theorie) kann man beweisen (s. [MS|, [JT]):

Satz 7: (a) Es sei Hom(Fy, Ey) = Zf und d = deg(f). Dann
oibt es eine Kurve C' mit Jo ~ E; X E5 genau dann, wenn
d > 1 und d kein numerus idoneus mit d = 2,4, 6 (mod 8) ist.
Mit anderen Worten, C' existiert solange d ¢ L, wobei

L = {1,2,4,6,10,12, 18,22, 28, 30, 42, 53, 60, 70, 78,
102, 130, 190, 210, 330, 462, d*}:

hierbei ist d* > 10 eine weitere mogliche Zahl mit dieser
Eigenschaft. Ferner gibt es kein solches d* falls die Vermutung

von Euler/Gauss (oder falls die Verallgemeinerte Riemannsche
Hypothese (GRH)) richtig ist.

(b) Ist Rg(Hom(FEy, Ey)) > 1, so existiert stets eine Kurve C
mit Jo >~ Fy X Fs, aufler fir endlich viele Paare (Fy, F5) von
[somorphieklassen elliptischer Kurven. (Genaue #: 46 Paare.)

Genauer gibt es genau 15 (Isomorphieklassen von) Flachen A
mit Picardzahl p(A) > 4 derart, daB8 A % Jg, fiir irgendeine
curve C. (Jede solche Flache A ist eine Produktfliche.)



5. Die verfeinerte Humbert Invariante

Grundidee: Die Néron-Severi Gruppe NS(A) einer h.p. abelschen
Varietat (A, A) besitzt eine kanonische quadratische Form g4 ),
die verfeinerte Humbert Invariante. Diese wird wie folgt definiert.

Sei: A/ K eine abelsche Varietdt mit dim(A) = g (K ein Korper),
NS(A) = Pic(A)/ Pic’(A) ihre Néron-Severi Gruppe,
M A= A eine Hauptpolarisierung.

Dann gibt es eine natiirliche Injektion
Py : NS(A) — Endy(A) :={a € End(A) : a\ = \a},

die durch ®y(D) = A~! o ¢p gegeben ist. Auflerdem ist @, ein

[somorphismus, falls K algebraisch abgeschlossen ist (Mumford).

Proposition 0: (a) Es sei tr : End(A) — Z die tibliche Spurab-
bildung. Dann definiert

qala) = % tr(a?),

eine ganze, positive quadratische Form ¢4 auf End)(A).
(b) Die Formel

qan(a) = 1(2g tr(a?) — tr(a)?)
definiert eine ganze, positiv-definite quadratische Form qaN

auf der Quotientengruppe Endy(A) := Endy(A)/Z1 .

Definition: Die quadratische Form g4 y) heifit die verfeinerte
Humbert Invariante von (A, A).
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Bemerkungen: 1) Wenn K algebraisch abgeschlossen ist, so ist
A = ¢y, fir ein § € NS(A), und dann induziert ®, einen
[somorphismus

By NS(A,0) := NS(A)/Z0 = Endy(A).

Daher kann man g4, = qa) auch als quadratische Form
auf NS(A, 6) betrachten. (Beachte: 6 € NS(A) ist durch A
cindeutig bestimmt. )

2) Falls A eine abelsche Fliache ist (also g = 2), so gilt
gan(®A(D)) = (D.0)* — 2(D.D), VD € NS(A).

AuBerdem wurde in [ECAS] gezeigt, dal wenn D € NS(A, 6)
primitiv ist, (d.h., wenn NS(A, #)/ZD torsionsfrei ist), so ist

N = qun(D) = qup(D)
die klassische Humbert Invariante von A, die Humbert im Fall
K = C mithilfe der Periodenmatrix von A definiert hat.

Man beachte, dass wenn rank(NS(A)) > 2 ist, so besitzt (A, A)
unendlich viele verschiedene (klassische) Humbert Invarianten

N = qap(D).
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6. Verallgemeinerte Humbertsche Schemata

Prinzip: Mann kann die verfeinerte Humbert Invariante gy
bentitzen, um abgeschlossene Unterschemata H,(q) des Mo-
dulraums A, zu definieren.

Definition: Es seien (M, q1) und (M, o) zwei quadratische Z-
Moduln. Dann reprasentiert (My,q1) den Modul (M, qs)
primitiv, falls es eine Injektion f : My — M, gibt derart, daf3

foq =q und M;/f(M,) torsionfrei ist.

Ist dies der Fall, so schreibt man ¢ — ¢o.

N.B.: Ist n € Z, so gilt g1 — n (im Sinne des §2) genau dann,

wenn q; — ¢ = nx’.

Bezeichnung: Ist ¢ eine positive quadratische Form (auf Z"), so
sel

Hy(q) = {(AN) € A(K) : quan — a}-

Satz 0: H,(q) ist ein abgeschlossenes Unterschema von A,, vo-
rausgesetzt, daf char(K)? fdisc(q).

Beispiele: 1) Wie schon erwahnt, ist die klassische Humbert
Flache durch H,, = Hy(na?) definiert (wenn K = C).
2) Ist (A, \) € Ay, soist NS(A) # Z < (A, \) € Hy(nz?),
fiir ein n > 1. (Analogon zu Humberts Resultat (i).)

Offene Fragen: 1) Wann ist H,(q) # 07
2) Berechne dim H,(q) (falls H,(q) # 0).
3) Wann ist H,(q) irreduzibel?



12

7. Die modulare Konstruktion (g = 2)

Die Grundkonstruktion (“basic construction”); vgl.
[FK1], [FK2]: Essei N > 1 und (£, s, ¢) ein Tripel, das
aus zwei elliptischen Kurven E;/K und einem Isomorphismus

i+ Ey[N] — Eb[N]
der Gruppen F;|N| der N-Torsionspunkten besteht. Sei
Ty - E1 X EQ — A¢ = (El X E2>/<G1”aph<¢>)

der Quotientenhomomorphismus, der also eine Isogenie vom
Grad N? = |Graph(v))] ist.
[st ¢ eine Anti-isometrie (bzgl. den Weilpaarungen auf ;| N]),
und ist K = K, so 316, € NS(A,) derart, daB

T, 0y = N(0y + 0s), wobei 0; = pr;(0g,),

und dann ist (Ay, Ag,) € Az eine h.p. abelsche Fléche. Daher,
wenn

Zy = {(&1, By, ¥) N}

Menge der Isomorphieklassen solcher Tripel bezeichnet, so definiert

die Regel (E1, Eo, 1) — (Ay, Ay) eine Abbildung
Oy Zy — Ay,

die in [FK2| die Grundkonstruktion ( “basic construction”) ge-
nannt wird.
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Tatsachen: 1) Ist K = C, so kann man Zy = {(Ey, Es, )y}
mit den Punkten der Quotientenvarietat

Zn = (X(N) x X(N))/(SLa(Z/NZ)[ £ 1)

identifizieren, wobei X(N) = ['(N)\$ die Modulkurve der
Stufe NV ist, und die Gruppe Slo(Z/NZ) auf der Produktflache
X(N) x X(N) durch eine (getwistete) Diagonalwirkung ope-
riert. Ferner gibt es einen Morphismus von Varietaten

By Zy — Ao,

der, via der obigen Identifikation, mit der Grundkonstruktion
ibereinstimmt.

2) Das Bild von gy ist die Humbert Flache H 2, und der

induzierte Morphismus

ﬁN : ZN — BN<ZN> — HN2
ist endlich vom (generischen) Grad 2.

Frage: Wie sieht 3, (H (q)) aus, wenn ¢ eine bindre Form ist mit

Vermutung: 3y'(H(q)) ist die Vereinigung von héchstens zwei

Modulkurven aut Zy, d.h., von Kurven, die Bilder sind der
Modularkorrespondenzen Ty y auf X (N) x X(N).
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8. Der Fall der Produktflichen A (m = 1)

Sei Xy(d) =T'g(d)\$, die Hecke Modulkurve, und sei
XQ(CD = {<E1, EQ, h> he HOHI(El, EQ) ZykhSCh7 d@g(h) = d}
N.B.: Wie bekannt, 3 natiirliche Bijektion Xy(d) < Xo(d)(C).

Fixiere N, und seien k, d derart, da k*d = —1 (mod N). Dann
definiert die Regel 741 v((E1, Ea, h)) = (K1, Ea, kh|g, ) eine
Abbildung

TakN - Xo(d) — Zn,

die, via den obigen Identifikationen, von einem Morphismus
Td,k,N : X()(d) — ZN

induziert wird. Auflerdem ist 7 x birational auf sein Bild.
Betrachte die Komposition

parn =Py o Tapn : Xo(d) = Zn — Ag.
Satz 8: Das Bild von g n @ Xo(d) — Ay ist
pakN(Xo(d) = H(qarn),

wobei
qarn = [N?, 2kt, (K** + 4d)/N?] mit t = d(k*d + 3).
Korollar: Ist ¢ € T(N,1,d), so ist H(q) = parn(Xo(d)), fiir
ein k mit k*d = —1 (mod N).
N.B.: Hierzu wird noch die folgende Tatsache benotigt:

Lemma: Eine bindre quadratische Form ¢ ist vom Typ (N, 1, d)
genau dann, wenn ¢ ~ qq. v, fur ein k mit dk* = —1 (mod N).
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Bemerkung: Ist ¢ € T'(N, 1, d), so kann man die Normalisierung
H(q) von H(q) genau angeben; s. [MS|. Genauer gilt:

Satz 9: Esseiq € T(N,1,d), also ¢ ~ qqrn mit dk* = —1(N).

(a) DerN Morphismus fu4 1 v faktorisiert tiber die Normalisierung
vy2 : Hy2 — Hpy2 der Humbertflache H y2, und sein Bild auf
H y2 ist birational isomorph zu der Fricke Kurve

Xo(d)" == Xo(d)/{wg), wobel wg=(Y7").

(b) Der induzierte Morphismus v v @ Xo(d)™ — H(q) ist
ein Isomorphismus, aufler wenn ¢ eine (nicht-triviale) ambige
Form ist. In diesem Ausnahmefall ist deg(vy v) = 2 und

H(q) =~ Xo(d)/{wa, ),

fiir eine (explizit berechenbare) Atkin-Lehner involution ay,
mit dl‘d und <d1,d/d1> = 1.

Bemerkungen: 1) Ist a := deg(vqrn) > 1, so folgt, daf die
Kurve H(q) C (Hy,)*™™ im singuldren Ort von Hya liegt,
und daher ist dann H 2 nicht normal.

2) Nach Satz 9 ist H(q) durch die Angabe von d,a und dy

genau bestimmt. Ferner kann man das Geschlecht von H(q)
explizit ausrechnen; zum Beispiel ist

9(Xo(d)") = (9(Xo(d)) +1)/2 = (h(=d) + h(—4d)) /4,

wobei h(D) die Anzahl der Klassen primitiver Formen der
Diskiminante D ist. (Alsoist A(D) = 0, wenn D % 0,1 (mod 4).)
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Beispiel: Die Komponenten von Hg N Hos.

q¢ |9(H(q)| 3-Typ a di| 5Typ a d
9,0,16]] 0 | (1,3,4) — —|(5,1,36) 2 4
4,09 0 | (1,3,1) — —|(5,1,9) 1 —
5,29 0 [(3,1,11) 1 —|(51,11) 1 —
8,89 0 [(3,1,14) 2 2|(51,14) 2 2
9,4,12] 0 [(3,1,26) 1 —(5,1,26) 1 —
9,6,25] 1 | (1,3,6) — — (5,1,54) 1 —
9,4,20] 1 [(3,1,44) 1 —|(5,1,44) 1 —
9,8,24] 0 [(3,1,50) 1 —| (1,5,2) — —
9,2,25]] 1 |(3,1,56) 1 —|(5,1,56) 1 —

Daher hat Hy N Hy; genau 9 irreduzible Komponenten, und

H[8,8,9] C (Hy)*™,
HI[9,0,16] U H[8,8,9] C (Ha;)*™.

Insbesondere ist weder Hg noch Hss normal.
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9. Der allgemeine Fall (m > 1)

Vorbemerkung: Hier werden alle Modularkorrespondenzen Ty

auf X (N) x X (N) benotigt. Jede solche wird durch primitive
matrix A € M definiert, wobei

Mg =T(1)agl'(1), with I'(1) = SLa(Z),aq = ({Y).
Modulare Beschreibung von T4 y: Es sei

Tan = {(Eh, a1 By, an; h) N}
hierbei ist a; : E;[N|] — Vi = (Z/NZ) x (Z/NZ) eine
(symplektische) Stufe- N-Struktur, h : Ey — FEjs eine zyklische
[sogenie vom Grad d = det(A) derart, dass
9 O h\El[N] — [A]N oy, 7160 (ht>|E2[N] = [A*]N O (9,

wobei [A]y € End(Vy) durch die Matrix A (mod N) gegeben
ist (via der Standardbasis von Vi), und A* = det(A)A ™1,

Bezeichnung: Es sei 74 v : 74y — Zx durch die Regel
Tan(z) = (L1, By, the)y
definiert, wobei
Yy = gl o (7! Dy oan, wennx = (Ey,aq; By, ag; h)y.

Durch die modulare Interpretation induziert dies einen Mor-
phismus

AN Tany =Tan\H — 2y,

der zugehorigen (groben) Modulschemata; hierbei ist

Fan = I(N)NATTT(N)A > T(Nd).
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Wir betrachten nun die Komposition
pan = PByvoTan:Tan — Zn — Ao

N.B.: 1) Ist k’°d = —1(mod N), und ist o, € I'(1) derart,
dafl o, = (’fal k) (mod V), so faktorisiert 7, ., n tiber den
vorherdefinierten Morphismus 74 v, und beide haben das glei-
che Bild in Zy. Daher kann man g4 y als Verallgemeinerung
von g5y betrachten. (Allerdings ist im allgemeinen 74 y
nicht mehr birational auf sein Bild.)

2_) Verschidene Matrizen A € M konnen die gleiche Bildkurve
Tan :=Tan(Tay)auf Zy produzieren. Es ist daher niitzlich,
den folgenden Begriff einzufiihren.

Definition: Eine Matrix A € My = I'(1)agl’(1) heifit (rechts-)
normalisiert, falls sie die folgende Form hat:

A = gaqg = g(5q) mit g€ (1) =SLy(Z).
Satz 10: Ist A = (7} ) € M, normalisiert, so gilt
pan(Tan) = H(gan),
wobei g4y € T(N/m,m,d) durch die Formel
gan = [N?2m(x —w),m*(tr(A)* — 4yz) /N7
gegeben ist. Hierbei ist m := N/ ged(tr(A), y, 2z, N).

Korollar: Ist ¢ € T(N/m,m,d), so ist H(q) = pan(T4 n) mit
einer geeigneten normalisierten Matrix A € M. Insbesondere
ist also H(q) eine irreduzible Kurve.
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Dieses Korollar folgt aus Satz 10 zusammen mit der folgenden
Verallgemeinerung des vorhergehenden Lemmas:

Lemma’: Ist g € T(N/m,m, d), so gibt es eine (explizit berechen-
bare) normalisierte Matrix A € My derart, dal ¢ ~ qa n.

Bemerkungen: 1) Satz 10 and sein Korollar liefern die Existenz-
aussage von Satz 2.

2) Wir fassen zusammen:

(i) Jede Modularkorrespondenz Tan = Tan(Tan) auf Zy
definiert via By eine (verallgemeinerte) Humbertkurve

H(q) = By(Tan) C Zyo.
Diese wird durch Satz 9 explizit beschrieben.
(ii) Umgekehrt, jedes (nicht leere) H(q) C Zy2 (mit ¢ binar)
1st das Bild einer geeigneten Modularkorrespondenz 1" 4 . Ferner
kann man die (normalisierte) Matrix A aus der Vorgabe von ¢
explizit berechnen (s. Lemma’).
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