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1. Einleitung

> Es sei:

K ein algebraisch-abgeschlossener Korper,

My/K  der Modulraum der Geschlecht 2 Kurven C/K, d.h.

Mo(K) besteht aus der Menge der Isomorphieklassen
solcher Kurven C/K, und

A2/K  der Modulraum der hauptpol. abelschen Flachen, d.h.

A2(K)  besteht aus der Menge der Isomorphieklassen der Paare
(A, \), wobei A/K eine abelsche Fliche und A : A = A
eine Hauptpolarisierung ist.

» Bemerkung: Nach Torelli kdnnen wir Ma(K) mit einer
Teilmenge von Ax(K) identifizieren.

» Humbert (1900): konstruiert (fiir K = C) zu jeder positiven
Zahl n = 0,1 (mod4) eine irreduzible Flache H, C Ay, die
jetzt eine Humbertflache genannt wird. Humbert beweist:
(i) End(A) # Z < (A, \) € H,, fiir ein n;

(II) M2 = A2 \ Hl;



1. Einleitung — 2

» Bemerkung: Von besonderem Interesse ist der Fall, daB
n = N2 ein Quadrat ist, denn dann klassifiziert M, N Hppe
diejenigen Kurven C/K vom Geschlecht 2, die einen
(minimalen) Morphismus

f:C—E

vom Grad N auf eine geeignete elliptische Kurve E/K
besitzen. Im folgenden werden wir nur diesen Fall betrachten.

» Annahme: Im folgenden sei stets char(K) t N, wobei N > 2
eine ganze Zahl ist.

» In diesem Fall kann man zeigen, daB die Humbertflache
Hp2 /K existiert und daB sie eine irreduzible abgeschlossene
Teilvarietat von A, ist. AuBerdem besitzt Hy2 N M, die oben
genannte Eigenschaft.



1. Einleitung — 3

» Das Ziel dieses Vortrags ist, die Singularitaten der
Humbertflache Hy2 weitgehend zu bestimmen.

» Satz 1: Die Humbert Flache Hppe ist nicht normal.

» Bemerkung: Im Fall, daB N = 2 ist, so wurde diese Tatsache
in einer Arbeit von Geyer(1974) erwahnt. Ferner bestimmte er
den genauen Singularitatenort von H,. Leider gab er, soweit
ich sehen kann, keinen Beweis fiir seine Aussagen.

» Bezeichnung: Es sei pp2 : /:IN2 — Hpe die Normalisierung der
Humbert Flache Hpp2. Ferner sei

Cne = supp((Pn2)(Of ,)/OH,, )

der Fiithrer (= conductor) der Humbert Flache. Fiir z € Hp,
gilt also, daB z € Cpp & OHN27Z nicht normal ist.



1. Einleitung — 4

» Satz 2: Es sei char(K) = 0 oder char(K) > 3N2. Dann
besitzt der Fiihrer Cy2 mindestens [ N?] irreduzible
Kurvenkomponenten.

» Bemerkung: Die Menge
Une = {z € Hpe \D&zl(z)] = 1}

der so-genannten unibranch Punkte (EGA) von Hpp ist
indirect mit dem Fiihrer Cp2 verwandt, denn es gilt, daB das
Komplement Ug, = Hpz \ Upez im Fiihrer enthalten ist.

» Da Cpp2 eine abgeschlossene Teilmenge ist, so ist der AbschluB
Uf\,z von Up, auch in Cp» enthalten; es gilt also

U,CVQ C Cpe.

» Im allgemeinen ist Uy, keine abgeschlossene Teilmenge, aber
sie ist konstruierbar; vgl. Grothendieck (EGA IV).



1. Einleitung — 5

> Wie wir sehen werden, 3Bt sich die Menge Uj. (fast)
vollstandig durch Modulkurven beschreiben.

> %tz 3: Es sei &Nz die Vereinigung der Modulkurven, die in
Upe liegen. Ist char(K) = 0, so besteht Upe \ Cpe aus endlich
vielen Punkten. Ferner lassen sich die endlich vielen
Modulkurven in Cp2 genau angeben.

> Frage: Ist Cpo = (Cp2)™9?
» Bemerkung: Ist N = 2, so folgt aus dem Resultat von Geyer,

daB dies richtig ist. Ferner ist C4 = (Cy)™? eine irreduzible
Modulkurve.



2. Die Humbertflache Hpq

» Essei: X(N)/K die affine Modulkurve der Stufe N
Y(N) = X(N) x X(N) die Produktflache,
Zny = A3\ Y(N) eine “Diagonalquotientenflache”,
®p : Y(N) — Zy der Quotientenmorphismus.

> Hierbei ist A}, eine geeignete Untergruppe von Gy x Gy,
wobei Gy = SL(Z/NZ) auf X(N) operiert.

» Bemerkung: Man kann die Menge Zy(K) der K-rationalen
Punkte von Zy mit der folgenden Menge Zy(K)
identifizieren. Hierbei ist

Zn(K) = {(E.E',¢)}

die Menge der Isomorphieklassen der Tripel (E, E’, 1)), wobei
E/K und E’/K elliptische Kurven sind, und v : E[N] = E'[N]
eine Anti-isometrie der N-Torsionspunkte ist.



2. Die

>

Humbertflache Hp2 — 2

Man kann die obige Definition von Zy(K) auf K-Schemata
S/K erweitern, und erhalt dadurch einen Funktor

ZyN @/K — Sets.

Satz 4: Die Flache Zy /K ist ein grober Modulraum des
Funktors Zy.

Satz 5 ([FK]): Es gibt einen endlichen Morphismus

by : Zy — Ag, dessen Bild die Humbertflache Hppe ist. Somit
ist Hpp2 eine irreduzible affine Flache, die eine abgeschlossene
Teilvarietat des Modulraums A, ist.

Bemerkungen: (a) Der Morphismus by verkorpert die
Grundkonstruktion (basic construction), die in unseren
Arbeiten oft beniitzt wird.

(b) Im folgenden werden wir stets by als einen endlichen,
surjectiven Morphismus by : Zy — Hp2 betrachten. (Dies ist
ein kleiner MiBbrauch der Bezeichnungen.)



3. Die Normalisierung Hyz von Hye

» Aus der modularen Beschreibung der Flache Zpy in Satz 4
folgt, daB es eine eindeutige Involution wy € Aut(Zy) gibt
derart, daB

WN(<E7 E/7¢>) = <EI7 E7w71>7 V<E, E/71/]> < ZN(K)
» Wir erhalten also einen Quotientenmorphismus
™ - ZN — Zilym = ZN/<wN>.

» Satz 6: Der Morphismus by : Zy — Hpp2 ist wy-invariant.
Somit gibt es einen endlichen Morphismus vy : Z3™ — Hype
mit der Eigenschaft, daB by = vy o .



3. Die Normalisierung Hyz von Hye — 2

» Satz 7: Der Morphismus vy faktorisiert tiber die
Normalisierung 7 : l:lNz — Hp2 von Hpp. Es gibt also einen
Morphismus oy : Z3"™ — Hpye derart, daB vy = ip2 0 op.

» Ferner ist oy ein endlicher, radikaler Morphismus, also ein
universeller Homoomorphismus. Insbesondere ist oy ein
Isomorphismus, wenn char(K) = 0 ist.

» Bemerkung: Wir haben also die folgende Faktorisierung von
by:

™ (o Fd Upp
ZN —N> Z:Iym —N> HN2 ﬂ) HNZ.



4. Modulkurven

» Bezeichnung: Es sei My die Menge der primitiven 2 x 2
Matrizen der Determinante d > 1. Es ist also

Mg =T(1)agl(1), mit [(1) =SLa(Z),aq=(39).

» Resultat (Klein): Ist d > 1 und K = C, so gibt es zu jedem
o € My eine irreduzible Kurve

TN < X(N) x X(N),

[0}

die nur von der Doppelnebenklasse +'(N)al (N) abhangt.
Solche Kurven werden Modularkorrespondenzen genannt.

» Ist char(K) { d, so kann man die Modularkorrespondenzen T/
auch in positiver Charakteristik konstruieren; s. [MH].



4. Modulkurven — 2

> Satz 8: Es sei @ € My, wobei char(K) { d, und sei
T = on(TY) C zy

das Bild der Modularkorrespondenz TV. Dann ist T2V eine
irreduzible, abgeschlossene Kurve auf Zy.

» Ferner, ist o/ € M4/, wobei char(K) 1 d’, so ist
T = T2V & d = d' und 3g € SLy(Z) : gfa’g ™t = +6a(N).

Hierbei ist 0 = (3 _2).
» Bemerkung: Die Modulkurven T2V haben eine brauchbare

“modulare Interpretation”.



4. Modulkurven — 3

» Bezeichnung: Es sei o € My, wobei char(K) t d. Dann sei
T = an(TEY) € Zy™
das Bild der Modulkurve T(f"’ unter mp, und sei
Tciv = JN(TC’MV’Sym) C Hpe

das Bild der Modulkurve T unter oy. Ferner sei

TN = bN(TfN) — Isz(;i—OI/V) C HN2.

«

» Satz 9: Die Regel TQCZ’V — 7'4\’ bildet die Modulkurven auf Zy
bijektiv auf die von Hpe2 ab. Es gilt also:

T = T2 & TN = T o TV = TV

» Bemerkung: Dagegen ist die Abbildung :I'O’év — 72’ i.a. nicht
injektiv.



5. Die quadratische Form einer Modulkurve

>

Um die Modulkurven besser handhaben zu konnen, ist es
zweckmiBig, jeder Modulkurve T2V eine positive, binire
quadratische Form gV zuzuordnen. Jede solche quadratische
Form liegt in der folgenden Menge Q(N?).

Bezeichnung: Sei ¢ = [a, b, c] die bindre quadratische Form
q(x,y) = ax® + bxy + cy?,

und sei @(N?) die Menge der positiven Formen g = [a, b, c]
mit a, b, ¢ € Z, die die folgenden Eigenschaften besitzen:

(i) g — N2, d.h, 3x,y € Z, ggT(x,y) =1 mit qg(x,y) = N?;
(i)) g(x,y) = 0,1 (mod 4), ¥x,y € Z.

Ist m|N und d > 1, so sei Q(N,m,d) die Teilmenge der

q € Q(N?) mit

disc(q) = —16m*d, und ggT(N/m,d) = 1.



5. Die quadratische Form einer Modulkurve — 2

» Lemma 1: Ist g € Q(N?), so gibt es ein m|N derart, daB
ggT(16N?, | disc(q)|) = 16m°.

» Somit ist Q(N?) ist die disjunkte Vereinigung der Teilmengen
Q(N, m,d), wobei d > 1, m|N und ggT(N/m,d) = 1.

» Bezeichnung: Ist &« € My und d > 1, so sei
gV = [N?2mt, m*(t? + 4d)/N?].

Hierbei ist t = Spur(Ba), wobei 3 = (5 9), und die Zahl
m|N ist durch folgende Formel bestimmt:

N
. =ggT(x —w,y,z,N), falls Ba=(31).



5. Die quadratische Form einer Modulkurve — 3

» Bemerkung: Bekanntlich operiert die Gruppe GL2(Z) (von
rechts) auf der Menge der bindren quadratischen Formen.

» Es ist leicht zu sehen, daB die Teilmengen Q(N, m, d) und
Q(N?) unter dieser Operation stabil sind.

» Zwei Formen g1, g2 heiBen dquivalent (g1 ~ g2), falls
G2 = qu7y ist, fiir ein v € GLy(Z).

» Lemma 2: Esist g’ € Q(N, m,d), wenn a € Mg.

» Ist char(K) 1 d, so gilt ferner, daB

T =T2 = gN~gl, Yo' eMy.



5. Die quadratische Form einer Modulkurve — 4

» Bezeichnung: Sei char(K) 1 d und g € Q(N, m,d). Dann sei

Tn(q) :={T" 0 € Mg, gl ~ gt und Hn(q) = ] T.
TeTn(q)

» Satz 9: Ist g € Q(N, m, d), wobei char(K) 1 d, so ist 7n(q)
eine nicht-leere, endliche Menge von Modulkurven, und daher
ist Hn(q) eine aquidimensionale Kurve auf Zp.

» Bemerkung: Man kann die Anzahl |7y(q)| der irreduziblen

Komponenten von Hpy(q) genau bestimmen; vgl. [MH],
Theorem 6.16.



6. Die verfeinerte Humbertinvariante

» Die Humbertflache H,, C A wird mithilfe der klassischen
Humbertinvariante definiert.

» Indem man diese ldee verallgemeinert, kann man auch gewisse
Kurven im Modulraum definieren. Dazu wird die verfeinerte
Humbertinvariante benotigt.

» Bezeichnung: Es sei (A, \) eine hauptpolarisierte abelsche
Flache. Dann ist A = ¢y, fiir eine Divisorklasse
0 € NS(A) = Div(A)/= der Néron-Severi Gruppe. Setze

d(an(D) = (D.0)*> —2(D.D), VD € NS(A).

» Es ist leicht zu sehen, daB g4 ) eine quadratische Form
q(a,) auf der Quotientengruppe

NS(A,\) = NS(A)/Zf

induziert. Ferner folgt aus dem Hodgeschen Index Satz, daB
q(a,») positiv-definit ist.



6. Die

verfeinerte Humbertinvariante - 2

Definition: Der quadratische Modul (NS(A, A), g(a.x)) heiBt
die verfeinerte Humbertinvariante von (A, X).

Definition: Es seien (M1, g1) und (Ma, g2) zwei quadratische
Moduln. Dann wird (Ma, g2) primitiv durch (My, g1)
reprasentiert, falls es eine Injektion f : My, — My gibt derart,
daB

giof =g, und My/f(M,) torsionsfrei ist.

Ist dies der Fall, so schreibt man g1 — q».

Wenn f auBerdem noch ein Isomorphismus ist, so heien g;
und go dquivalent. (Bezeichnung: g1 ~ o).

> Bemerkung: Ist (A, \) =~ (A, X'), so ist g(an) ~ qa,v)-
» Somit bestimmt die Isomorphieklasse (A, ) € Ax(K) eine

Aquivalenzklasse von quadratischen Formen.



6. Die

verfeinerte Humbertinvariante - 3
Bezeichnung: Ist g eine quadratische Form (auf Z"), so sei
H(q) := {(A,\) € Aa(K) : qan) — q}-

Bemerkung: Die Teilmengen H(q) konnen als
Verallgemeinerungen der Humbertflachen H, betrachtet
werden, denn es gilt

H, = H(nx?).
Satz 10: Es sei g € Q(N, m, d), wobei char(K) 1 d. Dann ist
bn(Hn(q)) = H(a),

also ist H(q) eine abgeschlossene, dquidimensionale Kurve auf
Hpq. Die Menge der irreduziblen Komponenten von H(q) ist

Tn(q) == bu(Tn(q)) = {To :a € Ma.ql ~q}.

Bemerkung: Es kann passieren, daB|7 n(q)| < [Zn(q)| ist. In
diesem Fall ist H(q) im Fihrer Cp2 enthalten, wie wir sehen
werden.



7. Die Fasern von by

v

Um die Mengen Up2 und UK/Z zu studieren, ist es notwendig,
die Anzahl der Punkte in den Fasern von ©pp2 zu kennen.

Als ersten Schritt hierzu untersuchen wir die Anzahl der
Punkte in den Fasern von by.

v

v

Bezeichnungen: Fir r > 1 sei

HO(K) == {(A,\) € Hpa(K) : Rang(NS(A, A)) = r}.

Insbesondere, ist (A, \) € H,(V22)(K), SO ist qax) ~ q € Q(N?).
» Ferner, ist g eine quadratische Form auf Z", und ist n € Z, so
bezeichne

Pa(q) = {X€Z": ggT(X) = 1,q(X) = n}

die Menge der primitiven Darstellungen von n durch gq.



7. Die Fasern von by — 2

» Satz 11: Es sei (A, \) € H,(VQQ)(K) und sei g ~ q(a,»)- Ist
N > 3, so gilt

byt (A A) = ——<[Pn2(q)l,

1

a(q)

wobei a(g) < 6 nur von der Form g anbhangt. Explizit ist
a(g) = Max(1,|Pi(q)]) - Max(L, [Pa(q)])-

» Bemerkung: Ist (A, \) ~ (Jc, Ac) die Jacobische einer Kurve
C/K vom Geschlecht 2, so ist a(q) = 3| Aut(C)|.



8. Die Fasern von mp»

» Um die Anzahl der Punkte in den Fasern der Normalisierung
Dp2 zu bestimmen, werden wir Satz 11 beniitzen. Dazu
benotigen wir aber auch noch eine Kenntnis der Fixpunkte der
Involution wpy auf Zy.

» Satz 12: Es sei F die Menge der Fixpunkte der Involution
wp auf Zy. Fernei sei

Fn =Hn(q1) UHn(q2) UHn(g3) UHn(ga) UHn(gs),
wobei q1 := [4,0, N?], g2 := [1,0, N?], g3 := [4,4, 2 1 1],
ga :=[1,0,4] und g5 := [4,0,4]. (Hierbei gelte die
Vereinbarung, daB Hy(q;) = (), wenn q; ¢ Q(N?).) Dann ist

Fny € Fn und  |Fy\ Fyl < .

» Bemerkung: Wenn entweder 2|V oder wenn es einen
Primdivisor p|N mit p = 5,7 (mod 8) gibt, so gilt Fy, = Fn.



8. Die Fasern von mp2 — 2

» Bezeichnung: Es sei g € Q(N?). Ist N > 3, so sei

Pne(q
dn(q) = |,t7/v((q))|’
wobei
2, wenn |P1(q)| = |Pa(q)| = 0 ist, oder
fin(q) = wenn g ~ [1,0, N2], [4,0, N?] oder [4, 4, NTZ +1],

12, wenn g ~ [4,4,4],
4, sonst.

2, wenn g ~ [4,0,4],

> Ist N =2, so sei da(q) = { 1 sonst

> Satz 13: Es sei (A, \) € H3(K), und sei ga) ~ g € Q(N?).
Dann gilt:
5 (A, )] = dn(q).



8. Die Fasern von 2 — 3

» Bemerkung: Fiir N > 3 folgt Satz 13 aus den Satzen 11 und
12 mithilfe einer langeren Fallunterscheidung. Aber im Fall
N = 2 werden hierzu neue Methoden benotigt.

» Satz 14: Die Menge
QNV?) = {g€ Q(N?) : du(q) > 1}

besteht aus endlich vielen Aquivalenzklassen von Formen.
> Ist char(K) = 0 oder char(K) > 2N?, so ist

(N:/v2 = U H(q)

qeQ(N?)

eine abgeschlossene Menge, die im Fiihrer Cp2 enthalten ist.



8. Die Fasern von op2 — 4

» Bemerkung: Man kann die (Aquivalenzklassen der) Formen in
Q(N?) fiir eine gegebene Zahl N explizit ausrechnen.

> Allerdings ist die Liste recht lang, denn sie enthalt die
folgende Teilmenge, die aus [}N?] Aquivalenzklassen besteht:

QN?)* == {q ~ [N?,2M,N?]: 0 < M < IN? M = N(2)}.

> Beispiel: Es sei ¢y die Anzahl der Aquivalenzklassen der
Formen in Q(N?). Dann haben wir die folgende Tabelle:

N|2/3|4/5|6|7 8|9 |10| 11| 12 | 13| 14

cv||1]3|8]16(23|38/49|71|85|113| 132|166 | 185




9. Modulare Punkte

» Definition: Ein Punkt z € Hy2(K) heiBe modular, wenn
z € H(q) ist, fiir ein g € Q(N?).

» Die Menge aller modularen Punkte auf Hppe ist also

Mpy2 = U H(q).
qeQ(N?)

» Ab jetzt sei char(K) = 0.
» Satz 15: Sei M, :=(Jy51 My. Dann ist

My = J TN(K),
OLEM*

und daher ist M pe eine ind-konstruierbare Menge (im Sinne
von EGA).



9. Modulare Punkte — 2

» Korollar: Es sei E C Hp2(K) eine konstruierbare Teilmenge.
Ist E C Mppe, so gibt es endlich viele a1, ..., a, € M, derart,
daB

E C f’lvl U... Uﬂ.

» Insbesondere, ist C eine irreduzible abgeschlossene Kurve auf
Hp2 mit der Eigenschaft, daB £ = C(K) N Mip2 eine
unendliche, konstruierbare Menge ist, so ist C = 72’, fiir ein
a € M,.

» Satz 16: Jede Kurvenkomponente C von U,Cvz ist modular,
d.h., C= TQ’, fur ein v € M,,.

» Bemerkung: Damit ist Satz 3 bewiesen.



9. Modulare Punkte — 3

» Bemerkung: Es ist leicht zu sehen, dass
My = HY(K)UHD(K).

» Man beachte, daB H,(V32)(K) die Menge der CM-Punkte auf
Hpp2 ist.

» Aus dem Satz von Pila[Pi] (2011) (Beweis der André-Oort
Vermutung) folgt also, daB wenn C eine irreduzible,
abgeschlossene Kurve auf Hpp ist, so gilt

IC(K) N HO(K) =00 = C=Ta, aeM..

» Frage: Ist dies auch richtig, wenn man “CM-Punkte” durch
“modulare Punkte” ersetzt? Mit anderen Worten, wenn C
eine irreduzible abgeschlossene Kurve auf Hppe ist, gilt

IC(K) N Mpe| =00 = C=Th, aeM.?
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